Interpolierende Splines — mathematische Grundlagen und praktische

Anwendung
Max Sauerbrey

Facharbeit 2013



Zusammenfassung

Es kommt in vielen Bereichen der Technik vor, dass einen Datensatz von
Punktpaaren geliefert wird und eine glatte Kurve durch diese Punkte gefragt ist.
Zum Beispiel wenn man ein Objekt erfasst hat (anhand eines Punkterasters)
und will nun einen glatten Verlauf erkennen. Hierzu kann man beispielsweise
lineare Interpolation benutzen, was aber nicht sehr schéon aussieht und vor
allem nicht wirklich glatt ist. Andererseits kann man Polynome durch die Punkte
legen. Bei vielen Punkten werden diese jedoch enorm grof3 und umstandlich zu
handhaben. Bei 1000 Punkten etwa, ware unter schlechten Umstanden ein
Polynom 999.Grades erforderlich. Einen einfachen Ausweg bietet die Spline-
Interpolation. Hier kann man schon mit Polynomen maximal 3.Grades eine
ausreichend glatte Kurve erhalten und sogar noch weitere Anforderungen an
den Graphen stellen. Splines sind namlich abschnittsweise Polynome. Die
Abschnitte ergeben sich aus den Intervallen der Stltzstellen des Datensatzes.
Nun kann und soll ein Spline n-ter Ordnung, also bestehend aus Polynomen mit
Grad <=n, auch (n-1)-mal stetig-differenzierbar sein. Um nun einen Spline
3.0rdnung fur einen Datensatz von n Punktepaaren zu finden gilt es ein
Gleichungssystem mit n Variablen (namlich den zweiten Ableitungen in den
Stutzstellen) zu l6sen. Sind diese gefunden lassen sich aus ihnen und den

Datenpaaren die abschnittsweisen Polynome errechnen.
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1. Einleitung

Oft sind bestimmte Punkte vorgegeben und es gilt eine Abbildung zu finden, die
all diese beinhaltet. Eine solche Funktion ,interpoliert* diesen Datensatz. Es gibt
mehrere Arten eine solche Funktion zu finden, zum Beispiel kann man einfach

ein Polynom suchen und die Koeffizienten geschickt wahlen.

2. Interpolation

Das Interpolieren bezeichnet das Legen einer glatten Kurve durch gegebene

Punktepaare z.B. eines Funktionsgraphen.

Es wird also ein f gesucht, sodass f(x;) = y; fur bestimmte (x;,y;) € R?,i =
0,1..,n

mitx; # xg, i #k (2.0.1)

3. Interpolierende Polynome

Nun kann man ein Polynom P €[], P(x) = Xi_,axx* suchen, welches

Bedingung (2.0.1) erfullt. Hierzu ist folgendes Gleichungssystem zu l6sen

[1 Xo xg . xg] ay Yo
xet el o
1 x, x2 " *n]lan Yn

Vandermondematrix

3.1 Vandermondematrix
Satz 3.1.1:
Behauptung: Fir jede n x n-Vandermondematrix, n € N\{0,1}, gilt: det V,, # 0

Beweis:

Induktionsanfang (n=2): det



[1 x x5 - x3]
[1 x, 22 - «F|

Induktionsvoraussetzung: det| 7 CoL # 0, wegen
i x'n x,zl' .x,Q‘J
Vertauschbarkeit also auch
1 x xZ o Xl
L Xps1 Xpg1 xTTll+1‘|

Induktionsschritt:

Durch Subtraktion des x, —fachen der j-ten Spalte von der j+1-ten Spalte fur j =

n+1, n, ..., 1 erhalt man:

r 2 n+1

1 xO xO b XO -|

1 x xZ xn+1
det . '1 1 . . .1 | =

) ' 2 am

1 Xp41 Xp+1 0 Xpya

[1 0 o - 0

2 n+1 n

det 1 x;—x Xi — XoX1 v X1 — XgXi

) 2 ' n+1 n

[1 Xp+1 —Xo Xp+1 — XoXn+1 7 Xpy1 — XoXn+1

Nun fallen bei Entwicklung nach der ersten Zeile alle Summanden weg, aul3er

die 1,1-Streichungsmatrix:

(x1 — Xo) (X1 — Xo) * X1 e (X — Xxp) * x7'
= det : P
(Xn+1 — X%0)  (Xpp1 —X0) *Xpg1 - (g1 — Xo) * Xy
a1 1 x xlz cooxt ]
s n
= [ Jew-x  cdefl 2 o e
) : : L
1 Xpy1 Xhe1r v Xy

#0 nach Bedingung (2.0.1)

#0nach1v

Daraus folgt die Aussage firallen e N. m
Satz 3.1.2

Voraussetzung:



Sei neN und n+1 Punktepaare (x;y;) € R?,i=0,1,..,n gegeben mit
X F X, LFk

Behauptung:

Qg Yo

] a
) | 51 = Y1 sind a;,i =
TlJ aTl yTl

—
_

e XX
R o
xR
=N o
X X
=3 es3

Durch das Gleichungssystem l
1

=
3

=
3

=
3

0,1, ...,n eindeutig bestimmt.

Beweis:
[1 x x5 - x7]
: [1 x, x2 - «xP| - -
Nach Satz 3.1.1 ist detj” “* “1 ~~ “1|+#0, also die Vandermondematrix
Ll

invertierbar und es existiert eine Matrix S € GL,,,, sodass:

[1 x, «?

[T xo x§ X(r)l] Qo Yo Qo Yo
x{l | a:l _ }’.1 o a.l =9 y'l
L Xn Xpo o x,’{J an Yn an Yn

Bemerkung 3.1.3

SN

Das bedeutet es gibt genau ein Polynom P € [[,, P(x) = Y-, ax x*, welches
Gleichung (2.0.1) erfllt. Nun ist es interessant ein solches zu finden, was
mithilfe der Lagrange-Interpolation durch eine zwar etwas aufwendige, aber

dafir leicht verstandliche Methode ermdglicht wird.

3.2 Lagrange-Interpolation

Definition 3.2.1: Lagrange-Basis

Seien n+1 Stellen x; R, i =0,1,...,n, mit x; # x;, { # k gegeben, dann ist
die dazugehorige Lagrange-Basis: L, (x) =[x L) k=01,..,n

k#I=0 (x—x5)”

Bemerkung 3.2.2



Der Name Lagrange-Basis rihrt daher, dass jede Lagrange-Basis (Lg, Ly, ..., L)

tatsachlich eine Basis vom Vektorraum [],, ist
Beweis:

Offensichtlich sind die Vektoren der Lagrange-Basis auch Vektoren aus [],,, da

ihr Grad jeweils n ist

Sei weiter eine Lagrange-Basis (L, L4,...,L,) mit den zugehdrigen Stellen

(%0, X1, -, Xn), SOWie ein darzustellendes Polynom P € [],, gegeben. Nun gilt:

O = x0) - (o = ) -+ (o — %)

ﬁ¢j=1(xk - xj)

Li(x;) = =0, wenni#k (3.2.3)

Ly = | | =) 1_[ 1=1 (324

X —x
k+j=1 ( k J k+j=1

Sei nun L(x) = Y=o P(x;) - Li(x) und y,: = P(xy), sodass fir k = 0,1, ..., n gilt:

LGu) = ) PG - L) = P(r) 0 + w4 P() - 1+ () - 0 = P )

i=0

=Yk
furk=20,1,..,n

Da es nach Bemerkung (3.1.3) genau ein Polynom mit Grad < n gibt, welches
die Bedingung (2.0.1) erfillt, folgt daraus, dass P = L, womit jedes Polynom
P €[], eine Darstellung bezuglich (Ly,L4,...,L,) besitzt. Weil aber die
Lagrange-Basis aus n + 1 Vektoren besteht und [],, (n+1)-dimensional ist, ist

die Lagrange-Basis sogar eine Basisvon [[,,. =
Konstruktion 3.2.5: Lagrange-Interpolation

Input: (x;,y;) € R?,i=0,1,..,n gegeben mitx; # x;, { # k
Output: L(x): = Yo v; - Li(x)

Es gilt  LOg) =Xioyi Li(x)yr -0+ 4y 1+ +y, 0=y, firk=
0,1, ...,n nach Gleichung (3.2.3) und (3.2.4) =m



4. Spline-Interpolation
Definition 4.0.1:

Es seil € N und A = {x,, x4, ..., x,} €ine Zerlegung des Intervalls [a, b], dann ist

der Raum aller Splinefunktionen der [-ten Ordnung auf der Zerlegung A heif3t
Sar ={s € C'""a,bl: S|y xi] = Plixgper P €Mk =1,2,...,13

Also ist eine Splinefunktion eine mdglichst glatte Zusammensetzung von
Polynomen. Die Spline-Interpolation bezeichnet das Interpolieren von
Datenpaaren durch eine Splinefunktion. Sei s € S,; so nennt man die

Abschnittsweisen Polynome sy, := s|; k=01,.,(n—-1)

X Xier1]”
4.1 lineare Splines

Konstruktion 4.1.1: lineare Spline-Interpolation

Input: (x;,y;) € R?,i=0,1,..,n gegeben mit x; # x;, i # k

Da durch zwei Punkte eine Gerade schon pradestiniert ist hat man hier keinen
Spielraum fur zusatzliche Anforderungen. Diese abschnittsweisen Geraden sind

offensichtlich

yi—Yy
So(x) = yo + —= - (x — xo)
Yn = Yn-
Sn-1(x) :}’n—1+—xn_xn 1-(x—xn_1)
n n—

Output: s: [xg, x,] = R
4.2 kubische Splines

Sehr verbreitet in der Anwendung sind kubische Splines, also Spline-

Funktionen der Ordnung 3. Hier hat man bei der Interpolation einmal die

Anforderungen, dass jeder Abschnitt von zwei Punkten umgeben ist, welche fur

ihn vorgesehen sind. Dann noch, dass die erste und zweite Ableitung bei den

Verbindungsstellen Ubereinstimmen. Insgesamt macht das 2n+ (n—1) +

(n—1) =4n—2 Gleichungen die die Zuordnungen mit insgesamt 4n
8-



Parametern erfullen missen (wenn man von n Teilintervallen ausgeht). Also
durften, ohne genauer darauf einzugehen, noch konkretere Vorschriften fir
kubische Splines gemacht werden. Je nach Belieben oder Datenlage sind
folgende Anforderungen ublich:

» Natirliche Randbedingung: s""(a) = s"(b) =0
e Vollstandige Randbedingung: s'(a) = f',, s'(b) = f', flr vorgegebene
fIOJ f’n
e Periodische Randbedingung: s'(a) = s'(b), s"(a) =s"(b) (4.2.1)
Aber zuerst zum Lésen der generellen Spline-Anforderungen. Seien hierzu die

abschnittsweisen Funktionen von der Gestalt s,(x) = ax + b(x — x) +
cx—x)?+dp(x—x)%k=01,..,(n—1) (4.2.2)

Lemma 4.2.3:
Voraussetzung:

Sei A ={xyxq,..,x,} eine Zerlegung zu Punktepaaren (x;y;) € R?,i=
0,1,..,n und My, M,,..,M, € R erfillen folgende Gleichungen (fir k =
1,2,..,(n—1)):

Yr+1 — Yk Yk = Vk-1
-6 4.2.4
7 Py HEY

hx—1My_1 + 2Ch—q1 + h) My + hyMy 1 = 6

mit hy, == X1 — X (auch fir k = 0)
Behauptung:

Setzt man in Darstellung (4.2.2) aj, = yx, by = % — (Myyqp + ZM,()%, Cp =
k

M M -M . .. . . .
7",dk =% fur k=0,1,..,(n—1) so erhdlt man einen interpolierenden
k

kubischen Spline s € S, 5.
Beweis:
Esgiltfurk=0,1,..,(n —1):

a) sp(xg) = ax = yg



b) si(xes1) = ap + brhy + cihy’ + dihy’ = Vi + (yk%k_yk — (Myyq +

h M Mysi1—M hy?
2My) ?k) hy + Tkhkz + HTkkhk?’ = Yk+1 T %(Mk+1 — My —
(My41 + 2My) + 3M,,) =y

O "(iers) = by 26y + 3y = yk%k_yk = (Mjes1 + ZMR)% + Z%hk +
3 M1 —Mg hkz — Yk+17Vk (Mk+1 + ZMk)ﬁ + Mkhk + th =
6hy hi 6 2

—yk+,:_yk + (ZMy4q + My) %
k

Yy -y h
d) s'k41(Xk41) = b1 = % — (My42 + 2My 1) k6+1

€) " kr1(Xkt1) = 2Ck41 = Myyq

f) S,’k(xk+1) = 2Ck + 6dkhk = Mk + Mk+1 — Mk = Mk+1

Nun folgt aus a) und b) bereits, dass s stetig ist und interpoliert. Weiter gilt
durch verschieben des Index k um 1 nach links und anpassen der Indizes in
Gleichung (4.2.4) sowie c) und d):

Yik+2 ~ Vi+1 63’k+1 — Yk

My + 2(hy + hyp1)Myqq + Ry 1My = 6

g1 hy
Yi+1 — Yk Yi+2 — Yk+1
= hMy + 2hyMy,1 + 6 +h =6 +h T — s 1 Misz = 2hies1 Migeq
k k+1
Yi+1 — Yk Yi+2 — Yk+1
= (M + 2Mi by + 6= —— = 6= ——— = hyeys (M2 + 2Mis1)
+1

= 5" (k1) = 8" g1 (Xpr1)

Weiter folgt aus e) und f), dass s zweimal stetig differenzierbar ist. Damit ist

S E SA,B |
Bemerkung 4.2.5:

In 4.2.3 e) hat man gesehen, dass die ,Momente* M, M, ..., M,, mit der zweiten

Ableitung der entsprechenden Sttitzstelle Ubereinstimmen.

Nun lasst sich das in Lemma 4.2.3 erwdhnte Gleichungssystem auch in

Matrizenform darstellen (g, = 6”‘*}:_3’" — 63”‘h_y’“1 k=1,..,n—1):
k k-1

-10-



0 0 0T M, 0
2(h, +h) h M, 9,

hn—2 2(hn—l + hn—Z) hn—l M n-1 gn—l
0 0 0| M

Offensichtlich hat diese Gleichung wegen der zwei Nullzeilen eine mindestens

zweidimensionale Lésungsmenge fir M,, M4, ...,M,. Nun kann man je nach

Problemstellung zuséatzlich eine der drei Randbedingungen (4.2.1) fordern.

Diese ergdnzen das Gleichungssystem je um zwei Zeilen:

a)

b)

Natlrliche Randbedingung: s"(a) = s"(b) =0
Da M, = s"(a) und M,, = s" (b) folgt:

(1 0 0 oM, 0
hy, 2(h,+h) h M, 9,

I,.In—2 2(hn—1+hn—2) I,.In—l Mn—l gn—l
0 0 0 1| M 0

Vollstandige Randbedingung: s'(a) = f'y, s'(b) = f', fur vorgegebene
f,Ol f,n
Da [’y =s'(a) = sy(a) = s5(xg) = by + 2c0(xg — Xo) + 3do(xg — Xx0)* =

b, mit b, =ylh;y°— (M, +2M0)% nach Lemma (4.2.3) so folgt durch
0

Gleichsetzen: (M, + 2Mo)% = % —f'y © 2hoMy + hoM; = 6y1h—yo _
0 0

6f’0 = Yo

Weiter ist f' = s"(b) = sp_1(b) = sp_1(Xn) = bp_q + 2¢p-1 (X, — Xp—1) +

Yn—Yn-—
3dp_1(xp — xn—l)z =by_1+ 2¢cp_1hy_q + Bdn_lhrzl_l - hn-1 "

(M, + 2M,,_) o=t 4 pMnma g Mntnoa g2
6 2 6hp_1
—Vn— hp— hn— hp—
e f - y“hny_"l = = My — My g+ iy Mg+ My, —

hn—1 I Yn—Yn-1 hp—1 hn—1 1 Yn—Yn-1
M = — = M M,_,& 6 —6———=
2 n-1 f n Rp—1 3 n + 6 n-1 f n Rp—1

2h,_1M,, + h,,_1M,,_, Ergdnzt man das Gleichungssystem um diese
beiden Gleichungen, so ergibt sich folgendes mit g, == 6f' — 6L In-1.

hn-1

-11-



2h,  h, 0
h, 2(h,+h) h
h,, 2(h+h.)
0 0 h.,

0 [ M, |
Ml

hn—l Mn—l

2hn—l__ Mn _

Jo
O,

gn—l

9n _

c) Periodische Randbedingung: s'(a) = s'(b), s"(a) = s"(b)

Nun

gilt

x)? = s50(x0) = sp(a) = s'(a) =s"(b) =

nach b). Dies ist &aquivalent zu:

Fir die zweite Bedingung gilt: My, = s"'(a) = s"'(b) = M,,, was man in die

hn—1
3

— 6y1_y0

hn—
nt T My +

Jdo' Mo

ylh_y0 - (M; + ZMO)% = by = bg + 2¢o(xg — x¢) + 3do(xo —
0

Yn—Yn-1

hp—1

— 622211 = 2ho M, +

n-—1

erste einsetzen kann. Nun resultiert folgendes Gleichungssystem:
9o = 2(ho+hy_1)My + hoM; + by 1My
In = go = 2(ho+hn_ )My + hoM; + hyy My

Hieraus folgt direkt, da hy + h,_; # 0, dass s"(0) = My = M,, = s"(b)

und damit auch die erste Bedingung:

[2(h, +h,,) hy 0 - 0
hy 2(h, +h) hy

O hn—2
0 h, 0 - 0

Nun muss noch gezeigt werden, dass diese Gleichungssysteme jeweils nach
den Momenten aufgelést werden konnen.
eigenschaft, dass alle Matrizen, die die Gleichungssysteme beschreiben

invertierbar sind.

Lemma 4.2.6

Vorraussetzung: Eine Matrix A € R™" eine strikt dominante Matrix, also

|ai,i| > Z?¢j=1|ai,j| furi=1,..,n
Behauptung: A ist invertierbar

Beweis:
_12_

hn—l

2(hn—z + hn—l)
hn—l

2( h0 + hn—l)

hn—1

Hierzu verwendet man die

Jo
O,

gn—l
9n




Hierzu sei angenommen es gabe einen Vektorx € R™*\{0}, der die Gleichung
Ax = 0 erfullt. Diesen normiert man bezuglich der Maximumsnorm:

yzzﬁ , sodass es mindestens einen Eintrag mit |y;| =1 gibt. Fur alle

anderen gilt |y;| < 1,j # i. Nun gilt fir den i-ten Eintrag in dem Produkt Ay =:v

n
= |ai,iyi|_ Z |ai,j)’j| = |ai,i|_ Z |ai,1'| >0

i#j=1 i#zj=1

n
|v;| = |Z a; ;jyj
j=1

Dies steht im Widerspruch zu v =4y = A

X

lIx1le0

= 0. Also gilt def(4) =0

rk(A) = n & A istinvertierbar =
Bemerkung 4.2.7

Alle Matrizen aus Bemerkung 4.2.5 sind strikt dominant, da die Abstande h;, alle
grofRer als null sind und sich deshalb nicht wegehaben. Nach Lemma 4.2.7 sind
sie damit invertierbar, das heif3t man kann die Gleichungen eindeutig nach den
Momenten umformen. Das bedeutet wiederum fir jeden Datensatz mit einer
zusatzlichen Randbedingungen gibt es genau einen kubischen Spline der alle
Anforderungen erfillt.

5.Anwendung
5.1 Interpolation einer Sinuskurve

Hierzu sei die Zuordnung f:[0,10] — [0,1],x ~ sin(x) und die Punkte
(k, f(k)),k =0,1,...,10 gegeben.

5.1.1 Interpolation durch lineare Splines: Nach Konstruktion 4.1.1 ist die
interpolierende lineare Splinefunktion

sin(0) + (sin(1) — sin(0)) - (x — 0), x € [0,1]
5:[0,10] - R, x :
sin(9) + (sin(10) —sin(9)) : (x — 9), x €[9,10]

5.1.2 Interpolation durch Lagrange-Polynom: Nach Konstruktion 3.2.5 ist

. (x—x7) i )
L(x):= X2y - Li(x) mit  Li(x) = %§j=1rx]j), also  L(x):= %12y sin(i) -

0. ((’l‘:]])) ~ 1,73694 - 1077 x*10 — 8,21415 - 1076 x"9 + 1,52031 - 10~4x"8 —
1,34485 - 1073 xA7 + 5,41909 - 10~% x6 — 8,34218 - 10~3 x5 + 3,31972 -
1072 x4 — 0,207566 x"3 + 2,80316 - 1072 x"2 + 0,991961 x

Die vielen Nachkommastellen sind zwar unschon, jedoch notwendig, da zum
Beispiel die Potenz x"10 auch im Intervall [0,10] schon sehr grof3 wird.
-13-



Vergleicht man f,s und L graphisch in Geogebra, so erkennt man, dass die
Polynominterpolation hier klar besser ist (Graphen einzeln und Nahansicht im
Anhang):

-3

5.1.3 Fehlermessung

Nun gilt es noch rechnerisch nachzuweisen, dass die Lagrange-Interpolation
hier besser funktioniert. Dazu kann man mit der 2-Metrik fur stetige Graphen
den Abstand innerhlab eines Intervalls [a,b] zwischen der jeweiligen
Naherungsfunktion und der Sinuskurve messen:

b
d>(f, g) = f (F(O) — g(x))?dx

Hier bei entsteht aber ein Produkt eines Polynoms P(x) = Y%_,axx* und einer
trigonometrischen Funktion. Mithilfe partieller Integration kann man dies aber
l6sen:

n n n—-1
ft(x) P(x)dx = ft(x) kzzo agx® dx = T(x) kzzo ax® — f T(x) kzzo(k + 1) agpqx”

Mit einer trigonometrischen Funktion t = sin,cos,—sin oder —cos und ihrer
Stammfunktion T. Durch mehrfache Anwendung folgt:

f (x)Zakx dx—z m—j—1 () (— DJZ(k capx®* T+ ¢ (5.1.4)

mit ty, = sin, t; = cos,t; = —sin, tz3 = —coS, SoNSst ty = t mod 4)

-14-



Fur die Integration von sin?(x) schreibt man den Term in analytischer Form:
) elX _p—ix el2X_o 4 p—i2x 1—cos(2x) 1
[ sin?(x)dx = f(T)z dx = f_—4dx = dex =X

%sin(Zx) +c¢ (5.15)

10 9 k+1
L9 = || (e =s)'ar= Y [ (£ = sc00) ax
0 k=0 g
9 k+1
Z j (sin(x) —(ax+ aok))zdx
k=0 g

mit ay,, = sin(k + 1) — sin(k) und a,, = —k-sin(k + 1) + (1 + k)sin(k)

9 k+1

= z f sin®(x) — 2sin(x)(ay,x + ag,,) + (ay,x + ag, )?dx
k=0 i

2
alk

i Fx — lsin(2x) — 2(—cos(x) (a x+a ) + a4, sin(x)) +
2 1k (7% 1k

3 2 2
2 x3 + ag, a1, X% + ag, °x
k=0

Iteriert man nun Gber k = 1,..9 (Python-Quellcode im Anhang) so erhalt man
naherungsweise folgendes Ergebnis:

d,(f,s) ~+/0,0377 ~ 0,1943

Fur den Abstand zum Lagrange-Polynom gilt:

10 2

d,(f,s) = f(f(x)—L(x))zdx= f(sin(x)—Zakxk> dx
0

0 k=0

10

10 10 2
= f sin?(x) — 2sin(x) Z agxk + <Z akx"> dx
k=0

0 k=0

Dies konnte man nun auch mithilfe von Gleichung (5.1.4) und (5.1.5)
ausrechnen, jedoch wirde dies nun zu umstandlich werden. Stattdessen erfolgt
die Berechnung mithilfe des Moduls ,scipy“ von Python (Quellcode siehe
Anhang). Dies liefert das Ergebnis

d,(f,s) ~ 0,05401

-15-



Hiermit wurde nachgewiesen, dass in diesem Fall die Polynominterpolation
besser funktioniert.

D(f,L)=0,053999
5.2 Modellierung eines Autos

In einem Szenario der Industriespionage ist folgendes vorstellbar: ein Spion hat
folgendes Foto eines Erlkénigs gemacht:

Quelle: Autobild

Nun will die konkurrierende Firma ein Profil des Umrisses machen. Hierzu kann
man die kubische Spline-Interpolation nutzen: Mithilfe von GIMP werden
charakteristische Punkte des oberen Umrisses enthommen:

Zusatzlich wird die Anforderung der natirlichen Randbedingung gestellt. Es
wird die Lésung des Gleichungssystems aus Bemerkung 4.2.7 durchgefuhrt:

-16-
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Nun ergibt sich durch den Pythonquellcode (siehe Anhang) folgendes Ergebnis:
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Nach Lemma 4.2.3 erhalt man durch aj =y, by = @ — (Myyq + 2Mk)%,
k

Cp = ﬂ,dk = M,k =1,..,n—1 die Splinefunktion (Berechnung und
2 6hy

Ausgabe in Bild durch das Pythonprogramm im Anhang):
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Ein angemessenes Resultat fur diesen Aufwand.
5.3 weitere Anwendungen

Kubische Splines kénnen uberall angewandt werden, wo es um die Glattung
von Datenpaaren geht. Wenn zum Beispiel ein Objekt mit einzelnen
Datenpaaren erfasst wird, so kann man durch diese mit kubischer
Splineinterpolation eine Kurve legen. Dies beschrankt sich nicht nur auf
zweidimensionale Gebilde auch in der dritten Dimension kénnen durch ahnliche
Verfahren auch zusammengesetzte Abbildungen ein Objekt modellieren.

Als praktisches Beispiel kann man etwa das digitale Abspeichern von
Kunstobjekten zur Erhaltung dieser nennen.

Das praktische an kubischen Splines ist, dass sie eine sehr geringe Krimmung
haben, was versichert, dass sie den ,optimalen“ Weg durch die Datenpaare
finden und nicht dazwischen hin-und-her schwanken. Deshalb ist die Glattung
ein guter Anwendungsbereich.

Jedoch hat die Splineinterpolation in dieser Form auch Grenzen. Denn oft sind
auch Punkte gegeben, die nicht durch eine Funktion dargestellt werden kdnnen,
weil einem x mehrere y zugeordnet werden kdnnen.
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Anhang:

import math as m

def klammern (k,x):
p=sin(k+l)-=in (k)
g=—-k*=zin (k+1)+(1+k) *=in (k)
a2 = 0.5%x-0.25%=3in(2*x)+2%cos (X) ¥ (D*X+g) —2%p*sin (X) +p** 2/ 3* " *34+pH Qe *2+gqr "2 %X

a=
for k in range(0,10):
a=a+klammern (k, k+1) -klammern (k, k)
print(a)

print (m.sgrtci(a))

(1. 77, 9.093081E-1)

(2.000027, 9.092721E-1)

-19-



-24

-3+

-3+

OL

-20-



0 1 2 3 4 j 7 3 9 10 11
_1—

-34

Python-Datei: siehe Zusatzmaterial
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